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Quellen:

- Merziger et al. (2004): Formeln + Hilfen zur Hoheren Mathematik, Binomi Verlag, Springe
- Barwolff, Guinter (2005): Hohere Mathematik, Elsevier, Miinchen

- Hudak, Dietmar (2006): Mathematik fiir Wirtschaftsingenieure II1I, TU Dresden, Dresden
- Eigene Rechnungen



Vorbemerkungen

(ohne Rechnung)

- Inhalt dieses Dokumentes: Beispiele wichtiger Arten von Differentialgleichungen (DGL) mit Angabe der Losungsmethode

- Es existiert keine geschlossene Losungstheorie fiir DGLs

- Es existiert eine Vielzahl von Methoden, die jeweils fiir eine bestimmte Klassen von DGLs entwickelt wurden - Nachzuschlagen in den
gangigen Werken (bspw. Merziger (2004) oder Bronstein et al. (2001): Taschenbuch der Mathematik, Verlag Harri Deutsch, Frankfurt am Main)

- Viele DGLs lassen sich nur numerisch 16sen = keine exakt-analytischen Losungen, nur Ndherungslosungen mit numerischen
Integrationsverfahren (Einschrittverfahren, insb. Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung (RK4), oder Mehrschrittverfahren)

- grafische Losungsmethoden sind demnach auch wichtige Hilfsmittel fiir alle Arten von DGLs:

y

N e e animnanhat A 2 S A 2 Y A N N ¥
VA A AV B s SR s A A A 20 S SN SN NN N ¥
VAV W W Y A Y o it 2 2 S S N W N N N
PP PIPPIPPI s ss s s srbaaa—"—""F TN\ b A D
P v A P P R S i 20 T 2 N N N N N N
PP PP P PPP rsossrsrax ams—=—% "NV > % L b b b A
PP IS PP S S sssda—— YN AL
PPPIPPIPIPIPIP I PSS scaat—— T VNN bbb
PP IS PP ssa———F TN LD
PP PP I PIPIPIPIPIIpsbarr—"T SN b
| ANV VY Y A & 3 N N i A 2 N N N N
| A A A AV N A AV AN 2V QY Q¥ @V " el B 2 S NN N
A A AV AN AV N AN AV Y Vel 1 N

FrrrrrvYyvrrr27z oy pr—
<<<<<<<<<<<<<<<<<

are Jed

P S

B S S EV T

AR R AR AL N AL AL TR IR U TR U U N N A IV RV
AR N TN UL UL UL UL N U N N N el A AP AP B
LR N N N N N N N N N R N R P e W RN WY
A N N N N R N N N N AR IR AT BV AV R )
AAAAA“vAarAAada EE S LA R WY YYEWY
ANAAAANALALA A A A A A 2 === """V v d 444444
RN N N N N N N i i e s g A AR AR NP AP AP B R}
P P P P P N I AR AP AV AV RV VRN
AAA N AR AN AR R A R S T Y Y v Y S ¢ ({444

3
\
3
A
A
A
A A AdA A
A4
A

\
[ Y
[N NN

bbb

A 2 N N Y S S )
A AL

4 44

A4

A

3

A

A

A
LA
[N
A A
) )
A A
A A
A A
A A
A A
A A
4 [}
A

A
A
A
i
)
i
i
i
i
i
i
4
4

TV YII 4L L4400
>y r v {4 44|

T rvd4ddddlA m

Ve vedd 4

> v vdddd

Tvves dd

- v v o {
- v e {
-— v 4
VI - -l -
&8 8 Q 3 .
— R
. =
= 5%
S 52 T S¥E
S = BFE& o =0 50
§ 2 S8 Iz SLE
..M\m/ anjwl = y,eWo&
o = = » % % mn =&
- o = SN dkus
0 S = h.mm 2> =2 g
w— O @ = o R
R 7 & AT OO o 5 S o
8D X v =B -~ o RT 2
n__umo NG 2y =S 55 25
EsS3 S S gnd £5 55
22> E 7 S EcQ S22 S
SEET <<3Aa 2358
e -0 ®
PO =T I [
B B
Qo gt<s -
CE-RRY
<3 QA X

- - N V%% W%
- . W v %" %
-~ v v v v e Y

/

£l

W\ i S e G N = N
¥ ¥ W w—_ %% w_—w
A SN SR S N I RS
A S NG NG NG N TR
AN NG NG NE

\

X
~ v YO O )
~—~ N~ Y Y R Y
L RS N N N N
- - w v v v e v v Y

- w - v w_w % v v v

AN AR G NG W NS R

DS AN S5SNI

NV %W W - - v -

‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/J/ﬂ‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/‘/



Eine hierarchische Systematik fiir Differentialgleichungen (ohne partielle Differentialgleichungen)

DGL

Einzelne DGL & Systeme von DGL

N

~

A
linear nichtlinear ... analoge Systematik ...
konstante nichtkonst.  konst. nichtkonst.
Koeffizienten Koeffizienten Koeffizienten Koeffizienten
v v v v

Ordnung der DGL  Ordnung der DGL Ordnung der DGL  Ordnung der DGL

- Bemerkung zur Benennung von DGL:
- wird bspw. auf lineare DGL (DGLs 1. Ordnung) ohne weitere Qualifikationen verwiesen, sind prinzipiell alle Unterarten von
linearen DGLs (DGLs 1. Ordnung) gemeint
- DGL, die nicht partielle DGLs sind, werden zur Unterscheidung auch gewdhnliche DGL genannt. Hier werden nur gewohnliche DGL
besprochen



Eine 16sungsmethodische Systematik fiir Differentialgleichungen (ohne partielle Differentialgleichungen)

- Bemerkung: DGLs kénnen auch nach den auf Sie anwendbaren Losungsmethoden klassifiziert werden; eine hierarchische Anordnung ist
dann nicht mehr allgemein moglich, so dass man sich grob an wechselnden Klassifikationskriterien (Ordnung, konstante vs. nichtkonstante
Koeffizienten, lineare vs. nichtlineare) orientiert (nach Merziger et al. (2004)):

Komplexitdt der
Losungsmethoden

ist hier wie folgt:
1<2<3<4<5<6

1. Spezielle Typen von Differentialgleichungen 1. Ordnung
- Exakte DGL (integrierender Faktor, auch Eulerscher Multiplikator genannt)
- DGL mit trennbaren Veranderlichen (bspw. Ahnlichkeits-DGL, homogene DGL)
- Nichtlineare DGL 1. Ordnung mit konstanten und variablen Koeffizienten

2. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten)
- Homogene DGL: Allgemeine Losung yu | Partikuldre Losung wird manchmal auch Spezielle Losung genannt |
- Inhomogene DGL: Allgemeine Losung yu plus Partikuldre Losung yp mittels Variation der Konstanten (VdK, geht immer)

3. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
- Losungstheorie existiert: Allg. Losung mit charakt. Polynom, Partikuldre Losung mit VdK (geht immer) oder mit Speziellem Ansatz

4. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten) <> System von n linearen DGL 1. Ordnung
- s. a. Ma Il Wing, Kap. 4.3, Merziger et al. (2004), S. 159

5. Differentialgleichungen n-ter Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten) <> System von n DGL 1. Ordnung
- Umformbar in DGL-System von 7 linearen DGLs 1. Ordnung -> vektorielle ,DGL” 1. Ordnung mit den normalen
Losungsmethoden behandeln (s. Kap. 2, Merziger Kap. 13.7, Ma III Wing Kap. 4.2.4, S. 5)
- Spezieller vektorieller Ansatz bei konstanten Koeffizienten (s. u. Kap. 6)

6. Systeme von Differentialgleichungen
- Fall 1: Aquivalenz einer einzelnen nichtlinearen DGL n-ter Ordnung mit einem System von n DGLs 1. Ordnung (Kap. 5)
- Fall 2: Aquivalenz einer einzelnen linearen DGL n-ter Ordnung mit einem System von 7 linearen DGLs 1. Ordnung (Kap. 4)
- Fall 3: System nichtlinearer DGLs n-ter Ordnung = numerische Losungsmethoden, Phasenraum betrachten (s. S. 2)
- Fall 4: System linearer DGLs n-ter Ordnung > System linearer DGLs n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ?
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1. Spezielle Typen von (linearen & nichtlinearen) Differentialgleichungen 1. Ordnung

Exakte DGLs: p(x,y) + q(x, y) y'=0 bzw. p(x,y)dx +q(x, y)dy =0

- Exakte DGL, falls es F (x, y) gibt mit Fx = p(x, y) und Fy, = q(x, y).

- Satz von Schwartz: Fiir stetig diffbare Fkt. mit stetigen partiellen Ableitungen 1. & 2. Ord. gilt: Fiy= Fyx

- DGL, die bereits Form exakter DGL hat, nicht Umformen - kann Lésung verdndern!

- integrierender Faktor: falls eine DGL der Form p(x, y)dx + q(x, y)dy = 0 keine exakte DGL ist, existiert immer ein integrierender Faktor
u(x, ), so dass p(x, y)p(x, y)dx + u(x, y)q(x, y)dy = 0 eine exakte DGL ist. Dieser Faktor ldsst sich i. Allg. nicht bestimmen, aufier man weif3,
dass gilt: p = p(x) oder y = u(y) -> Probieren.

- Beispiele:

(1/y)dx - (x/y?)dy =0, y(0)=0 y(@) = x

(3x? + 6xy?)dx + (6x%y + 4y?)dy =0 x3 + 3x%y? +(4/3)y>=C
dxe2*ydx + (2x - 1)e2x+ydy = 0 (2x - 1)exty=C

[(1/22) -y + (y 1)y’ =0, y(1)=-1 y() = x - V[x2 + 2/x + 1]

(2 + 2xy)dx + (x2 + 2xy)dy =0 F(x,y)=y>x+x2y=0, C=0
[(x2 + )/ 1dx - (1/2)dy = 0 y(@) =2 - Cx

[(2y - %)/ 1dx - (1/x2)dy = 0 y() = 2¢ -



DGL 1. Ordnung mit trennbaren Verinderlichen (bspw. Ahnlichkeits-DGL, homogene DGL)

- Vorgehen: TdV - Integration = Partikuldre Losung mit VdK (falls notig AWPy bestimmen ), wie Kap. 2. unten (Lineare DGL 1. Ordnung)
- hdufiger Fall einer Losung: y = 0 (wird oft nicht explizit genannt)

- Beispiele:
Y=y y(x) = Ya(x + C)? (Losungsfall: y = 0, wird bei anderen Aufgaben nicht mehr mit angegeben)
’ x2_1 x =Ce(1/3)x’\3—x
y'=(-1) ye) \\\\\\\\\\\2'i??9?/9§§?//
\\\\\\\\\\\E P LA A7
AN NNNNN NN L VA S SIS
=y /x TaTRTRTATNNN NN NN N [ N A A A A A
y =y TATATRRRSNNNN NN N | S A A e
e T I S S I O A s
) TATRRWNNNN N [ A A A e e e
Allg. Losung i S SR T B A A g g g I R S
e e e i e \ >
. * —‘—b"—‘—h""—\h""'ht\ ‘ ) ) "

ey =T T \ e

e T

IS S ¢/ B R S

I S I T T T et
e A B T TN IR ety
P S I T T T T
P S O O A B T T T S W e e N e i
R A /A B T T W W W N W N S S T
P SN NN N e
Ay A R BN
T U N O

Nichtlineare DGL 1. Ordnung mit konstanten und variablen Koeffizienten
- TdV, aber meist nicht analytisch 16sbar = numerische & grafische Methoden (Isoklinen, Phasenraumdarstellung bei mehrdim. Gl.-Systemen)
- Beispiele:

y' =y?+xy? > TdV moglich y(x)=-2/(x?+2x+C)
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2. Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung: y’ + a(x)y = r(x)

- in Ma III Wing (Kap 4.3.1) wird andere Standardform, und damit auch andere angepasste VdK-Losungsformel, genutzt: y” - a(x)y = r(x)

- Methode:

* Losung der zugehdrigen homogenen DGL: Trennung der Verénderlichen (TdV) - Umstellen zu Jdy/y = a(x)dx = A(x) + k)
* Patikulire Losung der inhomogenen DGL: Variation der Konstanten (VAK) - C(x) = [r(x)eA®dx - eine Los. reicht = unbest. Integral

- Beispiele:
y'=2xy
y-y=1

(1 +eyy =ev, y(1)=1
1+x2)y -2xy=0
y=x(1-x)y"+x2+1, y(2)=5
xy'+(y+1)Inx=0, y1)=-1
y -xy=2x, y(0)=2

(2+2y +xy-x(x2+2)=0
xy’ +y = xsinx

Yy =y tanx +1

y(x) = Cet

y(x) = Cer- 1

y() =V [2In [+ 1)+ 1] +1]
y() = C(1 + )

y() =1+x2/(x-1)

y(x) = 4el/2x"2
y(x) = C/N[x2 + 2] + (1/3) ( +2)
y(x) = C/x - cosx + sinx/x

y(x) = C/cosx + tanx
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3. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

- Losungstheorie existiert: Allg. Losung mit charakt. Polynom, Partikuldre Losung mit Speziellem Ansatz oder mit VdK (geht immer)
- s.a. Ma III Wing, Kap. 4.3.2 - Allgemeine Form: y® + a,.1y®D + ... + a1y + agy = r(x), a, R

- Methode : Allgemeine Losung
+ {Variation der Konstanten (VdK)
oder Spezieller Ansatz mit einem allgemeinen Polynom, nicht dem Polynom des Restglieds der aktuellen DGL}

- Spezieller Ansatz: Ist die Storfunktion vom Typ r(x) = P(x)e*cos(bx) + Q(x)e™sin(bx), a,b reelle Zahlen und P, Q Polynome macht man den

Ansatz

(a) Normalfall (keine Resonanz: a +bi nicht Losungen der charakteristischen Gleichung):

Ys = Ps(x)ew*cos(bx) + Qs(x)exsin(bx), Psund Qs sind allgemeine Polynome mit unbestimmten Koeffzienten mit
Grad Ps = Grad Qs = max{Grad P, Grad Q}

(b) Resonanzfall (axbi k-fache Losungen der charakteristischen Gleichung):
Man multipliziert den Normalfall-Ansatz mit x*. Beispiel: x2(Ax2 + Bx + C)

- Beispiele:

y'=xty
Allg. Losung:
y=Cer-x-1
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y=xty
Allg. Losung:
y=Cer-x-1

AWPo: y(0) = -1,
2> y=-x-1
- eine Gerade
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y'=xty
Allg. Losung:
y=Cer-x-1

AWPo: y(0) =0
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y’'+2y'-3y=0 y(x) = Cre3 + Coex

y" -y =2y’=0 y(x) = Cr+ Coe + Coe™

y -y =-2x y(x) = x2 + C1 + Coex + Cae™

y"+2y" +y = 2sinx y(x) =-sinx + (C1 + Cr)e* + Cs

y®-16y=1-2x y(x) = C1e?* + Coe? + Cscos(2x) + Cysin(2x) + (1/8)x -1/16
Yy -4y’ + 13y = e*sin(3x) y(x) = -(1/6)xe*cos(3x) + e2*[Cicos(3x) + Cssin(3x)]

Y+ 2y + 5y =5x +2, y(0)=0,5/(0) =1 y() = x

yO +agy® + azy” + axy” + my’ +agy =0 y(x) = C1 + Cox + Cse* + Cycosx + Cssinx

4. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten)

- Fiir n > 1 notig: in System von 7 linearen DGL 1. Ordnung umformen = analog Kap. 5 (Ma III Wing, Kap 4.3), Losung nur in Spezialfillen
moglich (konstante Koeffizienten, s. Kap. 6, Fall 4) > Numerik

- Charakteriesierung der Losungen: Ist die Matrix A (s. u.) vom Typ (n x n), so hat das System genau # linear unabh. Losungsfunktionen y; =
Fundamentalsystem; Superpositionsprinzip gilt auch bei Systemen linearer DGLs (Merziger et al. (2004), S. 159, Ma III Wing, Kap. 4.3, S. 3)

- Beispiele: y” - [(x +2)/x]y" + [(x + 2)/x?]y = x lineare DGL 2. Ordnung mit nichtkonstanten Koeffizienten. Mit y; = y und y. = y’ folgt

Yi =Y, ' 0 1
y y,) (0O
L OX+2 X+2 bzw. { 1.j= X+2  X+2 ( 1}( j
Yo =———F %t Y, +X Y, R — Y, X

X X X X
A(x)
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5. Differentialgleichungen n-ter Ordnung (mit nicht notwendig konstanten Koeffizienten)

- Umformbar in DGL-System von n DGLs 1. Ordnung (mit den vektoriellen Analogen der Losungsmethoden in Kap. 2 behandeln (s. Ma III
Wing Kap 4.2.4) - bei DGL-Systemen bietet sich immer eine Phasenraumdarstellung an (s. S. 2)

- s. a. Kap. 6, Merziger Kap. 13.7, bei allg. DGLs (bel. Koeffs etc.) kommt oft nur numerische Integration als einzige Losungsmethode mogl.

- Methode der Umformung: y™ = f(x, y, v’, y”, ..., y®*D) kann als System von n DGLs 1. Ordnung geschrieben werden

yi =12 Dazu ersetzt man y = y1, y = y1 usw. bis y,, wo beson- y1'(x) = f1(x, y1, v, ..., Yn)
' =y;(=y") dere Substitution v, = f(x, y1, y2, ..., yu1) erfolgt. y2'(x) = f2(x, y1, v2, ..., Yn)
yi'=ys(=Yy") Das System links ist ein Spezielfall eines allgemeinen Y3’ (x) = f3(x, y1, Y2, ..., Yn)
Systems von n DGLs 1. Ordnung (Kap. 6) fur die

v =flx, 9y, y", ..., yoD) Funktionen y1(x), y2(x), y3(x), ..., ya(x) [s. rechts]. Ya'(X) = fu(x, y1, v2, ..., Yn)

In vektorieller Schreibweise mit

ALY ¥1'(x) f.(xy)

Y, (X) ' Y, '(X) f,(x,y) | ergibtsich y"=f(x,y), was einen-dimensionale ,DGL"” 1. Ordnung ist, und somit
y(x) = o y(x) = s f(x.y) = die Methoden aus Kapitel 2 in vektorieller Form analog anwendbar sind.

Ya(X) Yo (%) f.(x.y)

- Beispiel fiir Umformung: Gegeben sei eine (nichtlineare) DGL 3. Ordnung y"”" =y""y - xy” + 3x

Substitution:
yi=y yi' =y
=y r—> y'=y
w=y" Ys'=Ysy1-xya+3x
- Beispiel :
y'+ /%)y -1/x)y =0 y = Cix + Co(1/x)
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6. Systeme von Differentialgleichungen

Fall 1: Aquivalenz einer einzelnen nichtlinearen DGL n-ter Ordnung mit einem System von 7 nichtinearen DGLs 1.
Ordnung

-s.Kap. 5

Fall 2: Aquivalenz einer einzelnen linearen DGL n-ter Ordnung mit einem System von # linearen DGLs 1. Ordnung

- 5. Kap. 4 und Merziger (2004, S. 167 f.)

Fall 3: System nichtlinearer DGLs n-ter Ordnung

- numerische Losungsmethoden, Phasenraum betrachten (s. S. 2)

Fall 4: System linearer DGLs n-ter Ordnung

- System linearer DGLs n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten - Losungsmethoden ?, In System von DGLs 1. Ordnung tiberfiihren
(Normalform, s. Bronstein, Kap. 9.1.2.5 - Punkt 1) ?
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7. Lineare Stabilitdtsanalyse linearer & nichtlinearer DGLs (V Nonlin Kap 2.8 & 4, Canty)

... [ Grofse Bild-Matrix mit Diskriminanten von Karsten Peters + Matrix-Eigenwerte von Canty + Taylor-Entwicklungen und fiihrende
Ordnungen an hyperbolischen & nicht-hyperbolischen Fixpunkten (V Nonlin Kap 4.1 & 4.2, Echhard (2004): Chaos, Fischer Verlag) ]

8. Lyapunov-Exponenten
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